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L'USAGE DE TOUT DISPOSITIF ELECTRONIQUE AUTRE QUE LA MONTRE (ET ENCORE) EST INTERDIT.
IL EN EST DE MEME DE TOUT DOCUMENT.

Une rédaction claire et concise sera appréciée. Toute affirmation devra étre justifiée.

Question de cours : Enoncer le théoréme de I'application ouverte.

Exercice 1. [Banach-Steinhaus et les formules de quadratures] On se place dans I'espace de Banach
(€°(10,11), Il - lloo) O | - lloo €St la norme usuelle I flloo = supxe[o’l]{lf(x)l}.

Pour tout n € N*, soit 0 = té”) < ti”) <o < 1‘1(1’1_)1 < tﬁl") =1 une subdivision de l'intervalle [0, 1] et soient
a(()"), a(ln), e @™ 41 réels non nuls.

Pour tout n € N* on définit T, par

n
VFe6®(0,1), Tu(H)=) al” f)
k=0
et on suppose que pour tout polynéme Q

1
Jim T, (Q) = fo Qx)dx.

(a) Lentier n étant fixé, montrer que T, est une forme linéaire continue sur €°([0,1]) telle que || T, | <
n (n)
Li=olag |-
(b) Avec un choix judicieux d'une fonction f établir que || T, |l = Z,’;ZO Iagc")l. [Indication : faire un des-
sin d’'une fonction bien choisie et affine par morceaux]
(c) En utilisant la densité des polynémes dans %9([0,1]), montrer que si

) sup ) |agc”)| < +00
neN* =0
alors
1
) Vf€<€°([0,1]) lirP Tn(f)=f fx)dx.
n—+oo 0

(d) Démontrer la réciproque, c’est-a-dire « (2) implique (1) ». [Indication : énoncer et utiliser un théo-
réme du cours]

(e) On suppose que pour tout ne N* et tout 0< k> non a agcn) > 0. Montrer que (2) est vérifiée.
Exercice 2. Le but de I'exercice est de « construire » un espace vectoriel normé de dimension infinie, de
le munir de deux normes non équivalentes mais qui font de cet evn un Banach.

Soit (E,| - |lg) un Banach de dimension infinie et soit ¢p une forme linéaire sur E. On considere I'es-
pace vectoriel produit E x R, dont les éléments seront notés (x,1) (x € E, 1 € R) et on définit sur E x R

deux normes Nj et N5 :
Ni((x, M) = lxllg +1Al, No((x, ) = lIxllg + A= @(x)].

(a) Montrer que N; est une norme sur E x R et que (E xR, N7) est un Banach.

(b) Montrer que N, est une norme sur E x R.

(c) Que ¢ soit continue ou non il est possible de montrer que (E x R, N») est un Banach.
-i- On suppose ¢ continue sur (E, || - | g). Montrer que (E x R, N») est un Banach.

-ii- On suppose que ¢ n’est pas continue sur (E, | - [|g). Montrer que (E x R, N») est un Banach.
[Indication : si (x,, A,) est de Cauchy dans (E x R, N») on ne cherchera pas 4 montrer que A,
converge dans R]

(d) Montrer que N; et N, sont équivalentes si et seulement si ¢ est continue. [Indication : pour la
réciproque énoncer et utiliser un théoreme du cours]
(e) En supposant qu’il existe une forme linéaire non continue sur (E, || - | g) conclure.



